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ONDERWIJSVERNIEUWING IN AMERIKA *) 
door 
Dr. J. H. J. ALMERING 


's-Gravenhage 


In de Verenigde Staten van Amerika bestaan verschillende in- 
stanties, die zich met de vernieuwing van het middelbaar wiskunde- 
onderwijs bezig houden. De drie voornaamste zijn: 

de ‚Commission on Mathematics’ van de „College En- 
trance Examination Board”; 

het „University of Illinois Committee on School Mathe- 
matics’”; 

de „School Mathematics Study Group'’, met aan het hoofd 
Prof. Edward G. Begle van de Stanford University. 

Deze laatste groepering, die wij in het vervolg zullen aanduiden 
met S.M.S.G., treedt het meest op de voorgrond. De S.M.S.G. werd 
in het begin van 1958 door de voorzitter van de American Mathe- 
matical Society ingesteld. Haar opdracht was: methoden te zoeken 
die tot verbetering van het wiskunde-onderwijs op de high-school 
zouden kunnen leiden. De federale regering gaf in verband hiermee 
een belangrijke subsidie. 

De S.M.S.G. toog terstond aan het werk en begon met te verklaren 
dat het wiskunde-onderwijs op de high-school inderdaad vele zwak- 
ke plekken vertoonde. Een der voornaamste hiervan was naar haar 
mening de bij dit onderwijs heersende neiging om te veel aandacht 
te besteden aan louter mechanische bewerkingen met getallen 
en te weinig aandacht te hebben voor de betekenis van de regels 
volgens welke deze bewerkingen werden uitgevoerd. De belangstel- 
ling diende zich dus anders te richten en naar de mening van de 
S.M.S.G. zou deze richtingsverandering zich het beste laten uit- 
“voeren met behulp van een aantal van de nieuwe ideeën die in deze 
eeuw in de wiskunde waren opgetreden. 

De S.M.S.G. pakte de zaak energiek aan. Binnen korte tijd. waren 
een honderdtal wiskundigen van de universiteiten en een even groot 
aantal uit de rangen van het high-school onderwijs bezig met het 


1) Gedeelten van dit artikel zijn ontleend aan mijn artikel in „Streven'' van 
juli 1963, p. 963—970. 
(98) 
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schrijven van nieuwe leerboeken die in overeenstemming moesten 
zijn met de inzichten van de commissie. Binnen het jaar kwamen. de 
eerste boeken van de pers en reeds bij het begin van de cursus '59—’60 
werden deze door 400 leraren, lesgevend aan 42000 leerlingen in 45 
staten, In gebruik genomen. 


Aanvankelijk was er weinig openlijke kritiek en konden de ver- 
nieuwers in een idyllische atmosfeer van rust met hun werk doorgaan. 
Dit veranderde plotseling in oktober 1961, toen de Amerikaanse 
mathematicus Morris Kline een uiterst scherpe aanval deed op 
de voorgestelde en gedeeltelijk reeds in praktijk gebrachte hervor- 
mingen. In een artikel in The New York Umversity Alumm News, 
een tijdschrift dus dat ook en vooral door zeer veel niet-wiskundigen 
gelezen wordt, betoogde Kline dat het nieuwe wiskunde-program- 
ma een ernstig gevaar zou betekenen voor de wetenschappelijke 
ontwikkeling van het land. Met grote letters staat boven zijn artikel: 
Math Teaching Reforms Assailed As Perilto U.S. Scientific Progress. 

Kline zegt hierin, dat de traditionele wiskunde, zoals die tot nu 
toe op de high-school onderwezen werd, te weten de algebra, de 
meetkunde, trigonometrie, analytische meetkunde en de differen- 
tiaal- en integraalrekening, nog altijd de basis van de wiskunde is 
en de grondslag vormt van de belangrijkste wetenschappelijke ont- 
dekkingen van de moderne tijd. De nieuw-opgekomen ideeën. zijn 
volgens hem alleen maar bruikbaar voor de mathematicus die zich 
interesseert voor de grondslagen van de wiskunde, maar voor de 
opvoeding van jonge mensen zijn zij volkomen ongeschikt, deze 
worden er door ontmoedigd en in de war gebracht. 

Het enige nieuwe onderwerp dat in zijn ogen genade kan vinden 
Is de statistiek. Overigens acht Kline slechts ondergeschikte wijzi- 

gingen van het huidige programma nodig. Als er aan het wiskunde- 
onderwijs iets hervormd moet worden, dan moet deze hervorming. 
bestaan in het verbeteren van de onderwijsmethoden, in het op- 
voeren van het peil der docenten en in het leggen van het accent op 
de toepassingen van de wiskunde in de wetenschap. Mocht het on- 
verhoopt toch zo ver komen, dat het nieuwe programma wordt in- 
gevoerd, dan ziet Kline een sombere toekomst in het verschiet, 
zoals moge blijken uit de enigszins dramatische slotalinea van zijn 
artikel: „Zf the new curricula ave extended countrywide, and our 
students are asked to learn sterie, peripheral, pedantic details vn 
place of the fruitful and rich essence of knie we shall soon be 
outclassed and all of us will suffer”. 

Zoals de lezer ziet, neemt Kline geen blad voor de mond en zet 
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zijn standpunt uiteen op een wijze die aan duidelijkheid niets te 
wensen overlaat. 


Het artikel (dat 3 à 4 duizend woorden lang is) is verlucht met 
twee tekeningen van leerlingen, die met wanhopige blikken naar 
een schoolbord met wiskundige symbolen, resp. naar elkaar zitten 
te kijken, en met een foto die ons een vriendelijk glimlachende heer 
Morris Kline toont. (Blijkbaar was Kline op het tijdstip dat de 
foto genomen werd, nog niet met de S.M.S.G. bekend.) 

Het artikel van Kline heeft in de Verenigde Staten in brede kring 
de aandacht getrokken en is aanleiding geweest tot een stroom van 
publikaties. Dit is des te meer begrijpelijk als men bedenkt dat Kline 
niet de eerste de beste is. Hij is director of electromagnetic research 
bij het „Institute of mathematical sciences’ van de New York 
University. Hij heeft zeer vele wetenschappelijke en ook populaire 
publikaties op zijn naam staan, hij is in de praktijk werkzaam ge- 
weest en hij is bezitter van een aantal patenten op het gebied van 
de radio-techniek. 

Bij alle beoefenaars der toegepaste wiskunde (ook hier te lande) 
Is zijn naam bekend. Echter wil ik er aan toevoegen, dat hij, zoals 
een Amerikaans hoogleraar In de wiskunde mij onlangs verzekerde, 
onder zijn vakgenoten óók bekend is door zijn dikwijls extreme 
denkbeelden. | 

Wat is het antwoord van de vernieuwers” op deze kritiek 
van Kline? Allereerst merken zij op, dat Kline de onjuiste indruk 
wekt, als zou het hun bedoeling zijn om de klassieke wiskunde ge- 
heel over boord te zetten. Dit nu is geenszins het geval. Zij willen 
de traditionele wiskunde voor zeker 80% behouden. Het voordeel 
van de nieuw in te voeren begrippen is juist hierin gelegen, dat deze 
de aard en de structuur van de klassieke wiskunde in een helder- 
der licht stellen en hierdoor beter laten begrijpen, zo zeggen de 
vernieuwers. Kline schijnt, zo gaan zij verder, op het standpunt te 
staan, dat de wiskunde er enkel is voor de toepassingen. Welnu, de 
geschiedenis van de wiskunde geeft hem geen gelijk. Pas toen de 
wiskunde er in slaagde om zich van de toepassingen te bevrijden, 
was zij in staat om een tot dan toe ongekende vlucht te nemen. De 
geschiedenis leert, dat de „trend ’’ van de wiskunde wijst op een zich 
steeds meer verheffen naar hogere niveaus van abstractie en dat, 
hoe paradoxaal dit ook moge klinken, toen de wiskunde zich schijn- 
baar van de ervaring verwijderde, dit in veel gevallen leidde tot een 
dieper inzicht in een of ander gebied van de realiteit. Bovendien 
ziet men herhaaldelijk gebeuren, dat zelfs zeer abstracte wiskundige 
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theorieën toch vroeg of laat hun praktische toepassing vinden. Tot 
zover de hervormers. 


Toen de kruitdamp enigszins was opgetrokken, verscheen in het 
voorjaar van 1962 een lezenswaardig en uitvoerig opstel over de 
„vernieuwing’’, ditmaal van de hand van een buitenstaander, 
Benjamin de Mott, docent in: de Engelse taal te Amherst !). In 
een artikel in „The American Scholar’ onder de veelzeggende titel: 
The Math Wars maakt hij de bälans op van de gevoerde polemiek 
en spreekt tot beide partijen verzoenende woorden. Bij De Mott 
wegen de argumenten van de vernieuwers ten slotte wel het 
zwaarst, al geeft hij toe, dat bij de vernieuwers toch wel heel 
sterk behoefte gevoeld wordt aan een man, die zich in het publieke 
debat met Kline kan meten. Hij erkent ook, dat de ervaring wel 
heeft uitgewezen dat de S.M.S.G.-leerboeken hogere eisen aan de 
leerling stellen dan de tot dusver gebruikte boeken. 

De Mott merkt nog op dat Kline onder zijn vakgenoten een vrij- 
wel geïsoleerde positie inneemt. Hij mag dan wel de steun en de 
sympathie van veel ouders en schoolkinderen hebben, maar er is 
geen groep wiskundigen die achter hem staat. 

Âls om deze bewering te logenstraffen verscheen vrijwel gelijk- 
tijdig met het artikel van De Mott in de tijdschriften The American 
Mathematical Monthly en The Mathematics Teacher een verklaring 
die door 65 vooraanstaande Amerikaanse wiskundigen ondertekend 
was. Het merendeel van de ondertekenaars is uit universitaire 
kringen, enkelen zijn werkzaam in de praktijk. (I.B.M., Bell Tele- 
phone, Rand Corporation en G.E.C.) 

Onder de ondertekenaars treft men er aan, wier namen een be- 
kende klank hebben ook buiten de Verenigde Staten, zoals Lars V. 
Ahlfors, Garret Birkhoff, Richard Courant, Wilfred Kap- 
lan, Norman Levinson, George Polya, André Weil en 
Alexander Wittenberg. 

De „verklaring der 65’ begint met vast te stellen dat het klimaat 
thans gunstig schijnt te zijn voor het invoeren van verbeteringen 
in de wiskundige opvoeding, maar constateert onmiddellijk daarna, 
dat er krachten aanwezig zijn die in de verkeerde richting werken. 

De verklaring formuleert dan een zevental richtlijnen; ik geef 
hiervan een kort overzicht: | 


1) In zijn inaugurele rede van 9-1-'63 heeft Prof. Dr. Ph. Dwinger reeds de aan- 
dacht op de artikelen van Kline en De Mott gevestigd. (Zie Dr. Ph. Dwinger, 
Verscheidenheid en Eenheid in de Wiskunde, Waltman, Delft, p. 10). De aldaar 
voorkomende datering van het laatste artikel is onjuist. 
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1. Voor we 

Het wiskundeprogramma van dé high-school moet voorzien in de 
behoeften van alle studenten. Het is verspilling van moeite om on- 
derwerpen te behandelen die alleen van belang zijn voor een kleine 
minderheid van toekomstige wiskundigen. 

2. Weten 1s doen 

In de wiskunde is de waarde van het weten niet gelegen in het be- 
zit van feitenkennis, maar in de ‚„know-how”’. Het is nutteloos om. 
ordebrengende begrippen in te voeren, als er geen voorafgaande 
ervaring is die geordend kan worden. 

3. Wiskunde en de andere wetenschappen 

Zowel in zijn culturele betekenis als in zijn praktische toepassing 
is de wiskunde nauw verbonden met de andere wetenschappen. 
Zou men de wiskunde hiervan scheiden, dan vervalt daarmee een 
van de voornaamste redenen om de wiskunde te beoefenen. 

4. Inductieve denkwijze en formele bewijzen 

Het wiskundige denken bestaat niet alleen uit deductieve rede- 
neringen en formele bewijzen. De geesteswerkzaamheid waardoor 
wij te weten komen, wat wij moeten bewijzen en hoe we het moeten 
bewijzen, is evengoed. een deel van het wiskundige denken als het 
bewijs dat hieruit eventueel te voorschijn komt. 

5. De genetische methode 

De beste manier om de geestelijke ontwikkeling van het individu 
te leiden is, hem de geestelijke ontwikkeling van het ras opnieuw 
te laten volgen. 

Uit het feit, dat uit een oogpunt van logica A aan B voorafgaat, 
volgt niet, dat dit didactisch gezien óók zo moet zijn. 

6. „Traditionele wiskunde” 

Het huidige onderwijs in de wiskunde voldoet niet aan de eisen 
die men vandaag aan de dag hieraan kan stellen en heeft op essen- 
tiële punten verbetering nodig. Deze. door bijna iedereen gedeelde 
mening willen wij met nadruk onderschrijven. 

De veel gehoorde bewering, dat de behandelde onderwerpen ver- 
ouderd zouden zijn, moeten wij echter afwijzen. De traditionele 
wiskundevakken zijn nog altijd van fundamenteel belang, en het 
zou een ramp zijn als een ervan zou komen te vervallen. 

7. „Moderne wiskunde’ 

Gezien het gebrek aan verband tussen de verschillende delen. van 
de huidige leerstof kan het nut hebben om eenheidbrengende alge- 
mene begrippen in te voeren. Een oordeelkundig gebruik van ver- 
zamelingen en van de taal en denkbeelden van de abstracte alge- 
bra kan meer samenhang en eenheid brengen. In overeenstemming 
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met onze principes wensen wij, dat het invoeren van nieuwe begrip- 
pen voorafgegaan wordt door voldoende concrete voorbereiding, en 
gevolgd wordt door pakkende toepassingen. 

Het is ons niet mogelijk om hier een gedetailleerde analyse te 
geven van het voorgestelde nieuwe programma, maar wel willen wij 
vaststellen, dat wij op grond van de bovengenoemde richtlijnen 
het met verschillende punten niet eens kunnen zijn. 

Het is duidelijk, dat niet alle wiskundigen dezelfde smaak hebben. 
De wiskunde heeft vele aspecten. Zij kan beschouwd worden als een 
instrument omde wereld om ons heen te begrijpen. Dit was vermoe- 
delijk het standpunt van Archimedesen Newton. Zij kan echter 
ook gezien worden als een spel, waarvan wij de regels naar willekeur 
kunnen vaststellen. 

Zo zijn er meer aspecten en iemand die wiskundige van beroep is, 
is vrij in de keuze van zijn standpunt. 

Maar als het gaat om de opvoeding van de jeugd, dan is deze 
keuze méér dan een kwestie van smaak alleen. Wat een intelligente 
jongen wil, is de wereld om zich heen ontdekken, maar wij kunnen 
niet verwachten dat hij zich zal interesseren voor de wiskunde als 
deze hem voorgesteld wordt als een spel met naar willekeur vast- 
gestelde regels. 

In ieder geval wensen wij hun die aan het nieuwe programma 
werken, veel succes toe. Wij wensen in het bijzonder, dat zij aan- 
dacht zullen besteden aan het verband tussen de wiskunde en de 
andere wetenschappen en dat zij zorgvuldig het verschil in acht 
zullen nemen tussen de logische en de didactische volgorde. Alleen 
dan kunnen wij hopen dat de ware betekenis, het doel en het nut 
van de wiskunde toegankelijk gemaakt zullen worden voor alie stu- 
denten, dus ook voor de toekomstige wiskundigen. 


Tot zover de „verklaring der 65’, waarvan vertalingen versche- 
nen in Franse en Duitse vakbladen. 4) 

Het zal de aandachtige lezer niet ontgaan zijn, dat de in deze ver- 
klaring naar voren gebrachte inzichten als twee druppels water lij- 
ken op de denkbeelden van Kline, die trouwens een van de onder- 
tekenaars is. Alleen is de toon van de verklaring meer gematigd. 
Er wordt zelfs in toegegeven dat het gebruik van moderne abstracte 
begrippen onder bepaalde omstandigheden nuttig kan zijn. De ver- 


1) Bulletin de l'Association des Professeurs de Mathématiques de Enseignement 
Public, Paris, juin 19862; 
Der Mathematische und Naturwissenschaftliche Unterricht, Bonn, Okt. 1962. 
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klaring bevat vele waardevolle, zij het hier en daar vanzelfsprekende 
opmerkingen. Wat opvalt is de grote waarde, die de ondertekenaars 
hechten aan de toepassingen van de wiskunde. Minder geslaagd is 
de waardering van de ondertekenaars voor wat zij de „genetische 
methode’ noemen. Wat hierover gezegd wordt lijkt mij zeer aan- 
vechtbaar en gaat in de wiskunde zeker niet altijd op. 


In mei 1962 publiceerde Prof. E. G. Begle, de reeds eerder door 
ons genoemde aanvoerder van de S.M.S.G., in „The American 
Mathematical Monthly’ enkele opmerkingen naar aanleiding van de 
‚‚verklaring der 65”. Hij geeft uitdrukking aan de blijdschap van de 
medewerkers van de S.M.S.G., over het feit dat een aantal vooraan- 
staande wiskundigen principes voor de onderwijsvernieuwing heb- 
ben vastgesteld, die in zulke hoge mate overeenstemmen met hun 
eigen denkbeelden hierover. Deze richtlijnen, zo zegt hij, kunnen 
een mooi uitgangspunt zijn voor de discussie van de huidige ver- 
nieuwingspogingen. Neem een bepaald schoolboek, nieuw of oud, 
neem een bepaalde richtlijn en dan kunnen wij precies uitmaken of 
en in hoeverre het boek aan de richtlijn voldoet. 

Verder neemt Begle met leedwezen kennis van het onbehagen 
der 65” over de lopende vernieuwingspogingen. De auteurs van de 
verklaring, zo vervolgt hij, moeten er ongetwijfeld van op de hoogte 
Zijn geweest, dat er in de afgelopen jaren zeer uiteenlopende voor- 
stellen voor programmahervorming gedaan zijn. Toch scheren zij 
al deze voorstellen over één kam en keuren ze allemaal zonder onder- 
scheid af. Dit ziet Begle als een onhoffelijkheid jegens de velen die 
tijd en inspanning voor de S.M.S.G. hebben over gehad, en doet bij 
hem de vraag rijzen, of ‚de 65” au fond eigenlijk wel een verande- 
ring van de status quo wensen. 


In december '62 verschijnt er wéér een artikel van Begle in „The 
American Mathematical Monthly”. De „verklaring der 65” begint 
door te werken en Begle ziet zich geplaatst tegenover de enorme 
problemen die zij heeft opgeroepen. Zijn artikel kondigt grote plan- 
nen aan en is tegelijkertijd een kreet om hulp. De meningen over de 
waarde van de recente vernieuwingspogingen, aldus Begle, lopen 
sterk uiteen en worden door hun respectieve voorstanders hard- 
nekkig verdedigd, hoewel er slechts weinig feitenmateriaal ter be- 
schikking is. Met de bedoeling, aan deze toestand een einde te ma- 
ken, wordt een vijfjarenplan afgekondigd. 

Er zal een grootscheepse studie gemaakt worden over wiskundige 
bekwaamheid. Met overheidssteun is hiertoe een instituut opgericht 
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onder de weidse naam: „National Longitudinal Study of Mathe- 
matical Abihties’”', afgekort N.L.S.M.A. Een comité van zeven per- 
sonen, te weten 5 wiskundigen (Beberman, Begle, Dilworth, 
Linton en Lister) en 2 psychologen (Alpert en Kagan), is belast 
met de leiding. 

In grote trekken komt het plan hierop neer. In elk der „grade- 
levels"’ 4, 7 en 10 zijn 40.000 studenten uitgekozen; hieronder zijn 
zowel studenten die het nieuwe als die het oude leerplan volgen. 
Deze studenten zullen gedurende een tijdvak van vijf jaar periodiek 
getest worden. 

De vraag is nu: welke informatie wensen wij te verkrijgen? Dit 
hangt af van het doel, waarmee wij de wiskunde onderwijzen. Begle 
noemt een zevental doelstellingen op: 

1. het bijbrengen van wiskundige feiten. en technieken, 

2. het leren begrijpen van deze feiten en technieken, 

3. het ontwikkelen van vaardigheid in het oplossen van problemen, 
4. het geven van een taal die gebruikt kan worden bij het Venen 
van de wereld. waarin wij leven, - 

5. het leggen van een basis voor verdere studie van de wiskunde, 
6. een voorbeeld geven van streng en exact denken, 

7. het aan de komende generatie doorgeven van een deel van ons 
culturele erfgoed. 


Voor 1. zijn er tests in overvloed aanwezig. Bij 2. ligt de situatie 
al wat moeilijker, terwijl voor de overige doeleinden de gebruikelijke 
tests niet geëigend of niet toepasbaar zijn. Daarom doet Begle aan 
het einde van zijn artikel een dringend beroep op allen, wie de ver- 
betering van het wiskunde-onderwijs ter harte gaat, om nieuwe 
ideeën te bedenken voor het meten van wiskundige prestatie en 
ontwikkeling. 

Hoe men ook over de S.M.S.G. en haar vernieuwingspogingen wil. 
denken, men zal moeten toegeven dat zij allerminst bij de pakken 
neerzit. De ongezouten kritiek van Morris Kline en de daarop 
volgende „verklaring der 65’ zijn blijkbaar voor haar aanleiding 
geweest om de vernieuwingsmethoden aan een grondig onderzoek 
te onderwerpen. In dit verband is het te betreuren, dat niemand 
van „de 65" uitgenodigd werd (of zich geroepen voelde??) om zit- 
ting te nemen in de leiding van de N.L.S.M.A. 

Ondertussen zal men in Amerika en ook in andere landen de 
resultaten en publikaties van laatstgenoemde instelling met veel 
interesse tegemoetzien. 


OF 
door 


Dr. P. G. J. VREDENDUIN 
Oosterbeek 


In de wiskunde pleegt men de eis te stellen, dat de betekenis van 
elke term, die men gebruikt, nauwkeurig wordt omschreven. Meest- 
al geschiedt dit door middel van een definitie. Zo geeft men bij de 
opbouw van de planimetrie definities van een cirkel, een parallello- 
gram, evenwijdig. Niet alle begrippen en relaties kunnen op deze 
wijze gedefinieerd worden. Men moet uitgaan van een aantal be- 
grippen en relaties, die niet gedefinieerd worden, de zg. grondbe- 
grippen en -relaties. Dit kunnen zijn punt, rechte lijn, ligt op, is 
congruent met, tussen. De betekenis van deze grondbegrippen en 
-relaties wordt vastgelegd door de axioma's, waarvan men uitgaat. 

Dit alles is natuurlijk overbekend. En eveneens weet ieder, dat 
het beslist niet waar is, dat de betekenis van elke voorkomende 
term bij de opbouw van een wiskundig systeem nauwkeurig vast- 
gelegd wordt. In een wiskundeboek zal men verschillende woorden 
tegenkomen, waarvan men een omschrijving van de betekenis mist. 
Dergelijke woorden zijn: niet, en, of, volgt uit, als... dan, dus, 
omdat, er is een, alle, sommige, verzameling, relatie, predikaat, 
variabele. Deze woorden worden niet gedefinieerd, maar bekend- 
heid met hun betekenis wordt voorondersteld. De oorzaak hiervan is, 
dat deze termen niet van mathematische, maar van logische aard 
zijn. 

Om het verschil tussen mathematische en logische termen te be- 
grijpen, moet men zich realiseren, dat wiskunde een deductieve 
(bewijzende) wetenschap is. D.w.z. in de wiskunde wordt de juist- 
heid van elke bewering afgeleid uit de juistheid van andere be- 
weringen en niet uit feiten. Dat eiken ’s winters hun bladeren ver- 
liezen, kan men constateren, maar niet bewijzen. Men stelt echter 
niet door constatering vast, dat elk priemgetal groter dan 2 oneven 
is, of dat de zwaartelijnen van een driehoek door één punt gaan. 
De juistheid van een dergelijke bewering verkrijgt men door haar 
te bewijzen. Nu is dit deduceren, dit concluderen dat een uitspraak 
juist is op grond van de juistheid van andere uitspraken, een denk- 
wijze, die niet alleen in de wiskunde, maar ook daarbuiten veelvul- 
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dig wordt toegepast. Immers ook buiten de wiskunde zal men de 
juistheid van een uitspraak vaak verkrijgen door het trekken van 
een conclusie. Een bekend voorbeeld hiervan is 

alle mensen zijn sterfelijk, 

Socrates is een mens, 
dus Socrates is sterfelijk. 
Door deductie (en niet door de feiten te raadplegen) wordt de juist- 
heid van het derde oordeel afgeleid uit de juistheid van de eerste 
twee. | 

Nu is het om te kunnen deduceren, in welke wetenschap ook, 
noodzakelijk de betekenis van een aantal termen, die in de deducties 
voorkomen, te begrijpen. Zo kan men niet inzien, dat bovenstaande 
deductie van de uitspraak ‘Socrates is sterfelijk’, geoorloofd i is, als 
men niet de betekenis kent van de term ‘alle’. 

Dit soort termen is dus niet van specifiek wiskundige aard, maar 
van veel algemener gebruik. De betekenis ervan wordt daarom niet 
in de wiskunde vastgelegd. Integendeel, als men wiskunde wil be- 
drijven, moet men kunnen deduceren en moet men dus de betekenis 
van termen, zoals ‘alle’ te voren al kennen. De betekenis hiervan 
wordt vastgesteld in de wetenschap, die de aard van het deductieve 
denken onderzoekt. Deze wetenschap heet logica. En daarom zijn 
termen zoals ‘alle’ geen wiskundige, maar logische termen. 

Door een tweede voorbeeld. wordt dit misschien nog duidelijker. 
Het is, als we van een getal kunnen bewijzen, dat het door 2 of door 
3 deelbaar is, en we langs andere weg kunnen aantonen, dat het 
niet door 2 deelbaar kan zijn, duidelijk, dat het door 3 deelbaar is. 
Maar evenzeer weet mijn vrouw, als ik haar vertel, dat ik morgen 
naar Amsterdam of naar Utrecht zal gaan, en ik haar even later 
meedeel, dat ik besloten heb toch maar niet naar Amsterdam te 
gaan, dat ik morgen naar Utrecht ga. En een chemicus, die uit zijn 
experimenten ziet, dat een bepaalde vloeistof een verdund zuur of 
gedestilleerd water is, en na zijn experimenten voortgezet te hebben 
tot het resultaat komt, dat het geen verdund zuur is, weet nu, dat 
het gedestilleerd water is. De deductieregel ‘als A of B waar is en 
als bovendien B niet waar is, dan is A waar’, is stellig niet typisch 
wiskundig, al zal elke wiskundige haar grif toepassen. 

De in deze regel voorkomende termen moeten dus de mathemati- 
cus duidelijk zijn, voordat hij wiskunde kan bedrijven. Een van 
deze termen is het woord ‘of’. Over de betekenis van dit woord wil 
ik het in dit artikel hebben. De grote moeilijkheid hierbij is, dat de 
term ‘of’ in het dagelijks leven veel gebruikt wordt en dat ieder dus 
reeds op de hoogte meent te zijn van de betekenis ervan, voordat 
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hij begint wetenschap te bedrijven. En een tweede moeilijkheid 
wordt geleverd door de omstandigheid, dat de betekenis van het 
woord ‘of’ in het dagelijks spraakgebruik niet steeds dezelfde is, 
maar sterk wisselt met de context en dat we ons van deze wisseling 
van betekenis vaak niet bewust zijn. Onze eerste vraag is dus: 
wat wordt in de omgangstaal met het woord ‘of’ bedoeld? 

We kunnen dit het beste analyseren door een paar voorbeelden 
te geven. Als eerste voorbeeld. kies ik: daar loopt een haas of een 
konijn. Ik vraag me af, wat door de spreker, dus door degeen die 
deze uitspraak doet, bedoeld wordt. Hij geeft hiermee te kennen, dat 
hij zeker weet, dat het beest, dat hij ziet lopen, niets anders is dan 
een haas of een konijn (dus, als u het herhaald gebruik van het 
woord ‘of’ hier wenst te vermijden: geen beest is, dat zowel geen 
haas als geen konijn is). Maar dit is nog niet alles. Hij wil boven- 
dien te kennen geven, dat hij niet weet, welke van de twee het is. 
Zijn uitspraak wijst dus op een samengaan van onzekerheid (haas?, 
konijn?) en van zekerheid (niets anders). 

Tweede voorbeeld. Bij het dessert wordt door de gastvrouw fruit 
gepresenteerd. Tegen een van de jongste gasten zegt ze: „Je mag 
een appel of een peer nemen.’ Zonder twijfel is haar bedoeling hier- 
mee: je mag een appel nemen, je mag een peer nemen, maar je mag 
niet zowel een appel als een peer nemen. 

In de betekenis van ‘of’ is hier begrepen ‘niet alleber’. Is dit in- 
herent aan de betekenis van ‘of’ of niet? Een vergelijken met het 
vorige voorbeeld. helpt niet. Het is immers a priori uitgesloten, dat 
iets een haas en een konijn tegelijk is. Ook als men met ‘of’ niet ex- 
pliciet bedoeld heeft, dat het geen haas en konijn tegelijk kan zijn, 
is dit dus toch het geval. 

Derde voorbeeld. Heb je ook een dubbeltje of een kwartje in je 
portemonnee? De aangesprokene zal antwoorden, als hij een dubbel- 
tje heeft: „ ja, een dubbeltje” en als hij zowel een dubbeltje als een 
kwartje blijkt te hebben: „ja, allebei”. 

Hij zal alleen maar „„neen'’ antwoorden, als hij geen dubbeltje 
en ook geen kwartje heeft. Neemt men in het vorige voorbeeld een 
peer en een appel, dan zal de gastvrouw zeggen, dat dit niet de be- 
doeling was. Maar als men in dit voorbeeld een kwartje en een 
dubbeltje heeft en de gestelde vraag met neen’ beantwoordt, dan 
zal de vrager zeggen, dat men hem slecht begrepen heeft. 

Tracht men voorbeelden te vinden, waarin met ‘of’ bedoeld wordt 
‘een van beide’, dan blijkt dit gemakkelijker dan het vinden van 
niet gewrongen voorbeelden, waarin ‘of’ betekent ‘minstens een 
van beide’. Van het laatste wil ik hier nog twee voorbeelden geven, 
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waarvan het eerste ontleend is aan een Amerikaans schoolboek van 
de S.M.S.G. 

Vierde voorbeeld. Twee dames wonen in Amsterdam en in Brussel. 
Ze hebben een gemeenschappelijke vriendin in New York, die over 
een week jarig is. Ze overleggen per telefoon, wat ze haar zullen 
zenden. De tijd is kort en daaarom zegt de een tegen de ander: 
„Laten we ervoor zorgen, dat we vandaag onze pakjes verzenden, 
dan komt jouw of mijn pakje in elk geval nog wel op tijd.’ Hiermee 
is kennelijk niet bedoeld uit te sluiten, dat beide pakjes op tijd aan- 
komen. 

Vijfde voorbeeld. De overheid wil bewerkstelligen, dat arbeids- 
onvolwaardigen ondersteuning krijgen. De overheid gaat er daarbij 
van uit, dat invaliden niet arbeidsvolwaardig zijn en dat personen 
boven de 65 jaar het ook niet Zijn. Ze stelt daarom vast: personen, 
die invalide of ouder dan 65 jaar zijn, krijgen van staatswege 
ondersteuning. Niemand zal hieruit lezen, dat een invalide, die 
ouder is dan 65 jaar, op grond van dit artikel geen recht heeft op 
ondersteuning. 

Met “4 of B’ wordt dus soms bedoeld, dat A en B niet beide waar 
zijn, soms echter dat het waar zijn van beide niet uitgesloten is. 
Indien men er behoefte aan heeft deze dubbelzinnigheid op te hef- 
fen, gebruikt men in het eerste geval wel de uitdrukkingswijze 
‘òf... òf’ en in het tweede geval ‘of (en)’. 

Verder bedoelt men soms met ‘A of B’, dat het onzeker is of A 
waar is en eveneens of B waar is, terwijl in andere gevallen deze 
onzekerheid geen rol speelt. Zo speelt in het vijfde voorbeeld de on- 
zekerheid geen rol. Er is stellig niet bedoeld, dat iemand onder- 
steuning krijgt als men niet zeker weet, dat hij invalide is en ook 
niet dat hij ouder is dan 65 jaar, terwijl wel vaststaat, dat een van 
deze twee het geval is. 

De leerling, die op de middelbare school komt, is eraan gewoon 
het woord ‘of’ in deze verschillende betekenissen te gebruiken zon- 
der zich er ooit rekenschap van te geven, wat hij precies bedoelt, als 
hij ‘of’ zegt. De gevolgen daarvan blijven uiteraard niet uit. Ik wil 
dit illustreren aan de hand van enige alleszins verklaarbare, maar 
verkeerde antwoorden, die ik elk jaar weer krijg bij het oplossen 
van vraagstukken over ongelijkheden in de tweede klas. Als voor- 
beeld neem ik drie opgaven. 

Welke waarden van x voldoen aan de volgende ongelijkheden: 

a. x? 2 4 (dus x? > 4 of x? = 4), 

b. x? 2 — l (dus 4? > — lof x= — 1) 

c.xD>2Zofx <6? 
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In geval a wordt als antwoord gegeven x < — 2ofx = 2, Vraagt 
men, of 7 voldoet, dus of geldt 7° > 4 of 7? = 4, dan is het antwoord. 
„Ja, want 72 > 4”, En vraagt men, of 2 voldoet, dan is het antwoord 
eveneens ja’ met als motivering 2? = 4. Zodra aan een van de 
twee onderdelen x? > 4 en x? = 4 voldaan is, is dus volgens de leer- 
ling voldaan aan x? > 4 of x? = 4, Aan allebei tegelijk kan niet vol- 
daan zijn; hier ligt dus geen probleem. En de onzekerheid speelt 
geen rol. We weten zeker, dat 72 > 4 en niet 7% = 4 is, maar zeggen 
toch, dat 7 voldoet. Deze antwoorden zijn alle correct. 

In geval b wordt de situatie in de praktijk van het lesgeven merk- 
waardigerwijs anders. Veel leerlingen zeggen, dat de ongelijkheid. 
xì > — 1 vals is en funderen dit door te zeggen, dat 4x? immers niet 
gelijk aan —l kan zijn. Weliswaar is voor elke x de uitspraak 
x* > — 1 juist, maar nooit is 4? = — 1. Voor de leerling klinkt 
‘steeds is x? > — 1’ net als: elke dag om 12 uur of om kwart over 12 
slaat de torenklok 12. Zoiets stompzinnigs zegt men niet. Het is 
onjuist taalgebruik en dus verkeerd. De stap van verkeerd naar 
fout is psychologisch gesproken niet groot. En het is dan ook geen 
wonder, dat de uitspraak over de torenklok verworpen wordt en 
daarmee gepaard de ongelijkheid 4x? 2 — 1 voor vals gehouden 
wordt. | 

Ten slotte geval c. Als men vraagt, of 1 voldoet aan x > 2 of 
x < 6, dan krijgt men een bevestigend antwoord. Ook de vraag of 
10 voldoet wordt bevestigend beantwoord. Maar vraagt men of 
5 voldoet, dan is het antwoord veelal „neen’’ met als motivering: 
dan is 4 > 2 en x < 6, maar niet x > 2 of x < 6. Waarmee de leer- 
ling min of meer wil zeggen: als ik volgende week proefwerk algebra 
en proefwerk meetkunde heb, dan zeg ik niet, dat ik proefwerk 
algebra of proefwerk meetkunde heb. 

Het is niet moeilijk deze leerling in een hoek te drijven en hem te 
demonstreren, dat hij ‘of’ telkens in een andere betekenis gebruikt. 
Men kan verder constateren, dat hij juist taalgebruik en geldigheid 
door elkaar haalt. En het is zelfs de vraag, of men dit laatste met 
recht mag zeggen. Immers als iemand thuis verkondigt tegen zijn 
ouders, dat hij de volgende week proefwerk algebra of proefwerk 
meetkunde krijgt, dan zullen zijn ouders hem zonder twijfel voor 
weinig waarheidlievend houden, als ze horen, dat hij beide proef- 
werken krijgt. 

Ik zou het nog iets anders willen zeggen. Als mijn buurman in 
volle ernst zegt: „sneeuw is zwart of 2-2 =— 4’, dan belt zijn vrouw 
de dokter op. En toen Prof. Peremans op de heroriënteringscursus 
in Eindhoven zei: „sneeuw is zwart of 2-2 — 4”, vonden de daar 
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wezige wiskundeleraren het een verstandige opmerking. Hoe komt 
dit? 

Het is duidelijk, dat men in wetenschap en zeker in deductieve 
wetenschap geen termen kan gebruiken in steeds wisselende beteke- 
nis. Als de betekenis van een term niet vastligt, dan moet men 
deze gaan vastleggen, voordat men de term gaat gebruiken. Als 
men dus op een gegeven ogenblik bemerkt, dat ‘of’ wisselende be- 
tekenis heeft en dat dit aanleiding tot misverstand geeft, dan moet 
men nauwkeurig vastleggen welke betekenis men aan dit woord 
voortaan zal hechten. 

Om te beginnen is het duidelijk, dat in wiskunde het gebruik van 
‘of’ geen verband kan houden met onzekerheid. Met ‘1 + 1/2 <2,5 
of 1 + /2>> 2,5’ bedoelt men alleen, dat 1 + 1/2 == 2,5 niet 
juist is. Men bedoelt niet, dat het onzeker is, welke van de twee 
deeluitspraken juist is en dat de gehele uitspraak onjuist wordt op 
het moment, waarop men beslist heeft, welke van de twee deeluit- 
spraken “1 + /2 <25’ en ‘14+ v2> 2,5’ juist is. Men koppelt 
het al of niet juist zijn immers nooit aan de mate, waarin de kennis 
van de onderzoeker voortgeschreden is, maar acht juistheid van een 
wiskundige uitspraak objectief vaststaand. 

De tweede kwestie is moelijker. Wordt met ‘A of B’ in de wis- 
kunde bedoeld, dat A en B een van beide of allebei juist zijn, of 
wordt ermee bedoeld, dat A en B een van beide maar niet allebei 
juist zijn? In het dagelijks leven komen beide betekenissen voor; we 
hebben daar dus eigenlijk te maken met twee verschillende woorden, 
die allebei ‘of’ geschreven worden. In de wetenschap moeten we een 
dergelijke situatie vermijden door ‘of’ alleen in een van de beide 
betekenissen te gebruiken of door twee: verschillende woorden voor 
de twee betekenissen te gebruiken of iets dergelijks. Ik geloof, dat 
we hier moeten volstaan met te constateren, dat in de loop van de 
tijd in wiskuúnde het woord ‘of’ de eerste betekenis gekregen heeft, 
dus die betekenis die het gelijktijdig juist zijn van A en B toelaat. 
De voordelen van deze keuze worden duidelijk, als we denken aan 
de parallel tussen het gebruik van de logische termen ‘en’ en ‘of’ en 
de bewerkingen uit de verzamelingsleer, waarbij doorsnede resp. 
vereniging van twee verzamelingen gevormd worden. Als twee ver- 
zamelingen V en W gedefinieerd zijn volgens: 


V = {xl P(x)} en W = {wl Q(#)}, 


waarin P en Q predikaten voorstellen, dan is de definitie van de 
doorsnede en de vereniging van V en W resp. 
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VaW={irlP(s)en Q(x)}, 
VvWe={x| P(x) of Q(x)}. 


Tot de vereniging van V en W behoren ook die elementen, die zowel 
element van V als van W zijn. De tweede definitie klopt dus alleen, 
als ‘“P(x) of Q(x)’ ook juist is, als P(x) en Q(x) beide juist zijn. *) 

In de wiskunde is dus de afspraak gemaakt, dat we onder ‘A of B 
zullen verstaan een uitspraak, die waar is als minstens een van de 
beide uitspraken A en B waar is en onwaar als beide uitspraken 
A en B onwaar zijn. Het verdient nu aanbeveling om ten einde elk 
misverstand de kop in te drukken de associatie met het woord ‘of’ 
uit de omgangstaal te vermijden door het woord ‘of’ te vervangen 
door een symbool. Daarvoor wordt veelal het symbool v gekozen. 

De betekenis van ‘A v B’ kunnen we nu vastleggen door de 
volgende tabel 


A B AvB 
l 1 1 
1 © 1 
0 1 1 
0 0 0 


In deze tabel stelt het cijfer 1 ‘waar’ en het cijfer 0 ‘onwaar’ voor. 


Ik moet nog even terugkomen op een schijnbare tegenspraak in het voorgaande. 
Eerst is uiteengezet, dat ‘of’ een logische term is en dat de betekenis ervan in de 
logica vastgelegd wordt. Men moest van deze betekenis,op de hoogte zijn eer men 
wiskunde ging bedrijven. Daarna is telkens gesproken over de betekenis, die ‘of’ in 
de wiskunde heeft. Principieel is het natuurlijk juist, dat men de betekenis van ter- 
men zoals ‘of’ precies moet kennen, voordat men ze in het deductieproces kan han- 
teren. In de praktijk is het uiteraard zo, dat men al deducerend de behoefte gaat ge- 
voelen aan verscherping van de betekenis van de gebezigde termen. En omdat in 
de wiskunde het deductieproces op de meest subtiele wijze uitgevoerd wordt, gevoelt 
men daar deze behoefte aan verscherping het duidelijkst. Het gevolg is, dat de wis- 
kunde stimulerend zal werken op het onderzoek naar de nauwkeurige betekenis van 
de logische termen. De wiskunde geeft dus aan de logica de stimulans nauwkeurig 
te omlijnen, wat men onder de bij het deduceren gebruikte termen wil verstaan. En 
daarna gebruikt de wiskundige deze termen in de zo vastgestelde betekenis. 

Wat hier theoretisch zorgvuldig uit elkaar gehouden wordt, de regels van het 
deduceren (logica) en de praktijk van het deduceren (wiskunde), is praktisch uiter- 
aard niet te scheiden. Er is sprake van een wisselwerking. Vandaar dat ik gezegd 
heb, dat in de wiskunde aan ‘of’ een bepaalde betekenis wordt gegeven, terwijl pre- 
ciezer was geweest te zeggen, dat de wiskunde de logica gestimuleerd heeft een pre- 
cieze betekenis van het woord ‘of’ vast te leggen. 


t) Een natuurlijk voorbeeld uit de schoolwiskunde, waarin duidelijk blijkt, dat 
‘of’ deze betekenis heeft, is de stelling uit de stereometrie: als enige lijnen elkaar 
twee aan twee snijden, dan liggen ze in één vlak of gaan ze door één punt. 
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De betekenis van de gemaakte afspraak mag men echter niet 
overschatten. In de wiskunde, en meer algemeen in elke deductieve 
wetenschap, hebben we aan ‘of’ een zeer bepaalde betekenis toege- 
kend. Dat wil echter geenszins zeggen, dat nu daarbuiten, dus o.a. 
in het dagelijks leven, men gehouden is ‘of’ uitsluitend in deze be- 
tekenis te gebruiken. Integendeel, de dagelijkse omgangstaal trekt 
zich van deze logische definitie van ‘of’ niets aan. En dus blijft de 
uitspraak ‘ik heb volgende week een algebra proefwerk of een meet- 
kunde proefwerk’ een onjuiste uitspraak als men beide proefwerken 
heeft. En wel, omdat ‘of’ hier niet de logische betekenis heeft, maar 
de betekenis van één van de twee en niet beide, terwijl niet zeker 
is welk van de twee. En evenzo blijft de opmerking van mijn buur- 
man, dat sneeuw zwart of 2: 2 — 4 is, kolder en een reden om de 
dokter op te bellen. Alleen als men het in zijn hoofd haalt om onder 
‘of’ in een uitspraak als ‘sneeuw is zwart of 2: 2 = 4’ datgene te ver- 
staan, wat er in de logica onder verstaan wordt, dan zou deze uit- 
spraak een ware uitspraak zijn. En-dat werd door Prof. Peremans 
bedoeld. 

Ten slotte nog één vraag. Zijn we verplicht bovengenoemde af- 
spraak te maken omtrent de betekenis van ‘of’? Natuurlijk niet. 
Men kan gerust een andere afspraak maken. Men spreekt dan een 
andere taal en moet niet verbaasd zijn, dat men andere uitspraken 
juist zal achten dan degeen die de oorspronkelijke taal spreekt. 
Gebeurt dit in werkelijkheid ook wel, dat men in wiskunde aan ‘of’ 
een andere betekenis hecht? Dit gebeurt stellig; een treffend voor- 
beeld daarvan is het gebruik van ‘of’ in de intuïtionistische wiskunde. 
Het bovengenoemde ‘of’ wil volgens de intuïtionist alleen zeggen, 
dat het gelijktijdig onwaar zijn van A en B contradictoor is. Hij 
stelt daar een meer.positieve betekenis van ‘of’ tegenover, nl. A en 
B zijn minstens een van tweeën waar en het is uit te maken, welk 
van de twee waar is. Dit is een van de oorzaken waardoor de in- 
tuïtionistische wiskunde van de klassieke verschilt. 


DE INVARIANTEN W, D EN A ENER KEGELSNEDE 
door 


J. C. VAN RHIJN 
(Vollenhove) 


Uitgaande van de kegelsnedenvergelijking f(x, y) = O, waarin 
Í(x, y) = an X® + Zaig Ky + aop YP + Zaya + Zang y + Agg, Kunnen 
allerlei eigenschappen van een kegelsnede K worden afgeleid, waarbij 
de bekende invarianten: 

Un Ae Ai3 


arn 4 
le Are he Ur ds 


W= aj + an, D= 








Ayo U 
12 “22 


een zeer grote rol spelen. 


Wij zullen nu de eigenschappen die hiermee sainenhangen, eens 
afleiden, door uit te gaan van een andere uitdrukkingsvorm voor K, 
berustend op specifiek voor kegelsneden geldende meetkundige 
wetten. 

„Aan het slot zullen we dan nog trachten een verband te vinden 
tussen de zó verkregen invarianten en diè, welke wij hierboven 
reeds vermeldden. 


_ Tedere kegelsnede K dan is bepaald door: 


1. de afstand d van een punt F(x, Yo), het brandpunt, tot de 
rechte /, gegeven door de vergelijking px + gy +r=0, én 


2. de verhouding e ls -) der afstanden van een punt P(x,y) tot 
| a 


F en 4. 
D.w.z., de vorm van K hangt af van d en e; de ligging t.o.v. het 
en hangt af van de plaatskeuze van F en /. 
(In dit opstel beschouwen we slechts rechth. coördinaten). 
Vandaar het gebruik om de vergelijking van K te brengen op 
de vorm: 


(x — #0)? + (y — Yo)? + AlDx + qy +1)? = 0, (1) 

de z.g. „„brandpunt-richthijn® vergelijking, waarin À slechts een 
2 

verkorte schrijfwijze is voor — en (2) 


[114] 
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De bij (1) behorende invarianten duiden wij ter onderscheiding’ 
van die van f(x,y) = 0 aan met resp. W*, D* en H*. 


We vinden nu al meteen: 
W* = (1 + AB?) + (1 + Aq?) = 2 + ADL H 9?) = 2 — €? en 
D* = (1 + ADP)(L + Àg®) — (Abg)t = 1 H APE + 77) = 1 
Tenslotte is 
Ib +1 Ag IPT — %o 
H* = | Apg Aq +1 Agr — vo 
Âpr — Ko Jar — Yo MPH AH Yo 
Telt men nu xj-maal de le kolom én y‚-maal de 2e kolom bij de 
derde kolom, dan komt er: 
P+ 1 Aq Ab (bo + 10 +7) 
Jpg Âg* +1 Alb + 00 +1) 
Jpr —% Àqr — Ya ArlP% + Yo +1) 
Ap? +1 Àpg p 


= APX + Yo + 7) | Ab7 1 g 
| Apr — %g Aqr — Vor 


Hes 














1 0 b 
= AD HY tr)JO 1 ig 
— % —Y% 7 
| (bro Hodr)? 
= APX + 20 +1) = | e, 


Nu stelt de breuk in het laatste lid juist het kwadraat van de 
afstand van F tot / voor, dus d?. 


Derhalve is 
H* = — d2e?, 


Voorzover we nu de „standaard-vorm”’(1l) als punt van uitgang 
kiezen kunnen we reeds nu enkele belangrijke conclusies trekken: 


Welke ligging t.o.v. het assenkruis K ook heeft, de waarde der 
vormen W*, D* en H* wordt hierdoor niet aangetast, daar zij slechts 
die grootheden bevatten, die bepalend zijn voor de vorm van K. 


Zo volgt in 't bijzonder uit W* = 0, dat e = - —= 2, zodat 
K dàn een orthogonale hyperbool is. 


C C 
Daar voorts de krommen, die behoren bij e = e nl End Pi 1 
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ene=— > 1 resp. ellips, parabool en hyperbool worden genoemd, 
__Q 


is de aard der kegelsnede K bepaald door D* S 0. 
Dat H* = 0 wijst op ontaarding der kegelsnede, moge, om 
enkele reële gevallen te beschouwen, blijken uit bijv.: d == 0 en 


C 
e= > 1. F hgt nu op £. K is nu ontaard in 2 door F gaande 
a 
C 
rechten, symmetrisch gelegen t.o.v. l, of door d = Oene =—=l; 
a 


de parabool is nu ontaard in z'n dubbel getelde hoofdas. 

Overigens laat zich de „voorwaarde lijnenpaar” (H* == 0) 
eenvoudig rechtstreeks afleiden, daar toch de vergelijking van elk 
lijnenpaar, voorgesteld door f(x,y) = 0, is terug te voeren tot 
2(Ax + By + C) (bx + gy Hr) = 0, zodat de erbij behorende 
determinant wordt: 


AptAb Bp + Ag Cp + Ar 
H=|Bp + Ag Bq + Bq Cq + Br |, welke determinant, 
Cp + Ar Br Cg Cr + Cr 


bijv. door splitsing der le kolom, uiteenvalt in twee determinanten 
die elk zijn te herleiden tot determinanten met 2 gelijk kolommen, 
zodat H == 0. 

We zullen nu aantonen, dat de tot dusver gevonden kenmerken 
(W* en H* al of niet nul; D* = 0) algemene geldigheid hebben 
ook als de vergelijking van K wiet in de „standaardvorm”’ gegeven is. 

Teneinde nu de vergelijking f(x,y) = 0 van K te brengen op 
de standaardvorm (1), zullen we de coëfficiënten a, 42, .. … enz, 
alle met een zekere reële factor 1/S moeten vermenigvuldigen. 

Voor het onderzoek, waarmede wij ons thans bezighouden doet 
de juiste grootte van S er niet toe. Wij stellen eenvoudig 
Ay, = S(AP* + 1),..., enz. (S #0). Dan is direct in te zien, dat 


Wss WS. Ds Dt. en HS HE 


Hieruit volgt: W = Oals W* = 0 (en W #0als W* # 0), en dat 
tegelijk met D* S= 0 geldt: D = 0. 


Evenzo is H = Oals H* = 0 (en H #0als H* #0). 


Hiermee is aangetoond, dat de kenmerken hun geldigheid be- 
houden. Alvorens nu over te gaan tot het onderzoek naar de groot- 
terelaties tussen de invarianten van f(x, y) — O en van (1), merken 
wij nog op dat het geval p = q = 0 voor wat (1) betreft geïnter- 
preteerd wordt als (x — %)? + (y — vo)? + C =0, zijnde de 
vergelijking van een al of niet reële cirkel. 
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De invarianten van onze „standaardvergelijking”’ (1) zijn absolute 
grootheden en kunnen dus dienst doen om de vergelijking f(x, y) = 0 
tot deze vorm te herleiden. 


Zo volgt uit W* — D* = (2 — €?) — (Ll —e?) = 1, dat W/S — 
DIS? — 1, m.a.w, S is één der wortels van S? — WS + D= 0, 
kennelijk de S-vergelijking, behorend bij f(x,y) = 0. 

Het is diè wortel S, die voldoet aan W/S = W* = 2 — e?, d.w.z. 
waarvoor geldt 0 <2 —W/S=e2=1. | 

Om een voorbeeld te noemen: bij de vgl. f(x, y)= 0, dieals det. heeft 


21 5/3 42 
H-=l5y3 831 10/3 
42 10/3 _— 60 


hebben we als keuze S, = 16 en S, = 36. 

We zullen hier voor de gewenste herleiding S= 36 moeten 
kiezen, dus YS — 1sg. Overigens zal S eveneens moeten voldoen 
aan S3H* —= H, di. aan d2e°S + H = 0. | 

Terloops zij opgemerkt dat deze betrekking voor de parabool z, 
waar D=0 en S= Wene==l, overgaat in p2W3 + H =0, 
daar nu d gelijk is aan de parameter p, bekend uit de vgl. y? = 2px, 
zodat uit de coëfficiënten van iedere paraboolvergelijking terstond 
de grootte van p(= d) te berekenen is. 


Nadat wij zoëven de grootterelatie tussen de coëfficiënten van de 
vel. f(x, y) = O en (1) hebben aangegeven zullen wij nog een laatste 
illustratie geven van het hechte verband tussen de invarianten, 
hetzij, behorend tot de gebruikelijke kwadratische vergelijking, 
òf die wij hier invoerden als W*, D* en H*. 


Evenals wij de vergelijking f(x, y) = 0 kunnen omzetten tot de 
z.g. middelpuntsvergelijking, kunnen wij dat met vergelijking (1) 


doen. Uiteraard is hierbij D* #0. Deze vergelijking krijgt nù de 
dèe? 





vorm S,* 22 + S,*y?= —H*/D* = waarin S*, en S3* de 


— 2’ 
wortels zijn van (S*)? — W*S* + D* = (S*)2 + (e? — 2) S* + 
(L— €?) = (S* — I{S* — (Ll —e?)} = 0. | 
Uit de schrijfwijze 
x? v? 
NE ee | 
d2e2/S,* (1 — e?) ah de'[S,* (1 — €?) 


blijkt, dat we moeten nemen: 
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voor de ellips (D > 0, d.w.z.e< 1): O<Sjt=l—e<Sjte=l, 
en 

voor de hyperbool (D < 0,d.w.z.1l <e): S,*=l—e2<0<St=l, 
dus steeds 


x2 ye 
ma + ee == 
deeë|(1—e?)?  dPe2/l—e? 


(Verschil der noemers — c?, indien c = e@|e?—1|-*.d). 


Het hechte verband, op zichzelf al een invariantie die wèl absoluut 
is, blijkt nu uit: 


— H n S3H* _ H* 
DS; __ (SD*)- (SS,*) _ __ D*St ande 


Om in te zien dat bij transformatie van het assenkruis de groot- 
heden W,‚ D en H der resulterende vergelijking invariant zijn, be- 
hoeven we dit feit slechts te constateren voor het eenvoudigste 
geval, nl. de lineaire invariant W. Dit, gekoppeld aan onze voor- 
gaande beschouwingen, doet ons de juistheid ervan inzien. 
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Sons, Inc., New York-London, 1963, 120 blz., prijs 21/—. 


_ In dit boekje vindt men alleen de allereerste begrippen van de vectorrekening 
(A + BA: B,A xXx BA: B x C,|4|, wat volgt uit 4 Xx B = 0?) 

Het merkwaardige van dit boekje is de behandelingswijze. Deel I begint op 
blz. 9A. Hierop staan drie korte mededelingen en één vraag met vier keuze-mogelijk- 
heden voor het antwoord. Kiest men a, dan wordt men verzocht op blz. 11B de 
beoordeling op te zoeken, men leest dan: Uw antwoord is niet juist, want... 
lees opnieuw blz. 9A. Het antwoord op keuze b staat beoordeeld op biz. 3A, dat op 
c op blz. 14A en op d tenslotte op bìz. 16A. Het is zelfs aan te bevelen alle keuzen 
te onderzoeken, ook nadat een goede keuze gemaakt is, al is het alleen maar, om te 
weten waar nu het vervolg te vinden is. 

Bestudering van deze elementaire begrippen dwingt dus tot een heen en weer 
bladeren, maar met ‚vallen en opstaan’’ wordt men verder geleid. 

Een aardig boekje om als wiskundeprijs te dienen in b.v. een 4de klas gymnasium. 


Burgers 


OVER VIERHOEKEN MET AANGESCHREVEN 
VIERKANTEN 


door 


Dr. J. T. GROENMAN 


Groningen 


a. In een nummer van Praxis der Mathematik!) trof ik het 
volgende vraagstuk aan: ABCD is een parallellogram. Op elke zijde 
is een vierkant gezet, dat die zijde als zijde heeft (buitenwaarts). 


Dan zijn de middelpunten der vier vierkanten de hoekpunten van een 
vierkant. 


De oplossing van dit vraagstuk volgt nog. 


b. Het vraagstuk kan als volgt worden gegeneraliseerd. 

ABCD is een willekeurige vierhoek. Op elke zijde zet men buiten- 
waarts een vierkant, dat die zijde als zijde heeft. 

Welke bijzonderheden vertoont de vierhoek, gevormd door de 
middelpunten P, Q, R en S der vierkanten? 


De volgende oplossing is mij welwillend afgestaan. | 


U is het midden van AC. Dan is UP // AD, en UP = 4AD.. 
Evenzo SU // CD, en SU =4CD. 


ADD,C ontstaat uit ADAD, door een pos. draaiing over 90° 
(zhz). 


… D‚C | AD, en DC = AD, 
SU | PU en SU = PU 
Evenzo RU | QU en RU = QU 


AQUS ontstaat uit ARUP door een neg. draaiing over 90° 


(zhz) 
« 


… PQRS wordt dus een vierhoek, waarvan’ de middens der vier 
zijden de hoekpunten zijn van een vierkant. 


1) Praxis der Mathematik, 5, jan. 1963, p. 17 (vraagstuk 15). 
[122] 





Bovendien ligt U evenver van PR en QS. Dat geldt ook voor V 
(midden BD). U en V liggen dus op de bissectrices van de rechte 


hoeken bij 7; 
“|l UT LVT 


Opm.: Past men deze methode toe op een parallellogram A BCD, 
dan vallen U, V en T samen en bewijst men gemakkelijk, dat 
PORS rechte hoeken bezit en dus een vierkant is. 


c. Wij geven nog een analytisch bewijs: 
A(2a,; 2a,). B(2b,; 2b,). C(2c,; 2e). D(2d,; 2do). 
De coördinaten van P, Q, R en S zijn dan resp. 
P{(er — ca) + (di + da); (ce, + Ca) — (d, — de) | 
Q[(b, — be) + (e1 + Ca); (by + be) — (C1 — C2)] 
R[(a, — 42) + (b + be); (a, + aa) — (b, — b2)] 
S[(d, — de) + (a, + aa); (dj + de) — (a, — 42)|.- 
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Vector PR heeft als componenten 

(a, — 42) + (b, + ba) — (cu — C2) — (di + do) 
en | 
(a, + as) — (bi — Da) — (Ci + Co) + (di — do) 


> 
Vector QS heeft als componenten 


(a, + 42) — (Dy — Da) — (Ci + Ca) + (dj — do) 
en 

— (a; — 42) — (by + ba) + (ci — Ca) + (d + de). 

PR, = —QS, en PR, = QS, 


Dat betekent dat | PR=QS | en | PR | QS | 


d. De noodzakelijke en voldoende voorwaarde, opdat PQRS 
een vierkant is luidt: de middens van PR en QS vallen samen 
ra Et rd 

=— (4 + 42 


) ) 

) + (O1 — ba) + (Ci + C2) + (di — do) 
en (a, + aa) — (bj — ba) + (ec, + Ce) — (di — do) 
= — (4 — za) + (B, + ba) — (c, — C2) + (di + da) 

waaruit: ba 4 d3=aade 


Dj + di = aj + €, 


De middens van BD en AC vallen dus samen; ABCD is een 
parallellogram. 


e. We kunnen nu vragen naar tussenstadia. Bv: Welke bijzonder- 
heden heeft ABCD, als PQRS een vlieger zal zijn? (Uiteraard met 
gelijke diagonalen). Om het rekenwerk te beperken stellen wij 


A(— 2, 0) B(2; 0) C(2c,; 2c,) D(2d,; 2d) 
Pl(c, — €) + (di + do); (cr + C2) — (d, — do)] 
OLE +(c; + c2); 1 —(c, — Co)] 

R[O; —2] | 

S[— 1 +(di — de); 1 +(d, + d,)] 

Al —2 —2d,; 2 + 2d,] en B‚[2 + 23; 2 — 2]. 
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Wij stellen nu RS = RQ. 
[1 + (di, — de)? + [3 +(d, + do) |P 
= [1 +(c, + c2)]° + [3 —(c, — Ca) |P 

2d, 2422 HAd,H8d,H10 —= 222? —4C, +8e4H10. (1) 
Deze voorwaarde is dezelfde als 4,B = AB: 
[4 + 2d}? + [2 + 2d}? = [4 + 2e}? + [2 — 2e}? 
Ad2HAdP 4 8d, + 16d, +20 — 4e? HAea?— SC, + 16220. (2) 

Is dus A,B — AB,, dan volgt daaruit RS = RQ, PS = PQ en 
CD, = CD. 

f. Het zwaartepunt” van ABCD heeft de coördinaten (zie c): 


Z[$(a, + ba + er + di); Faa + ba + Ca + do) |. 
Uit c volgt dat het zwaartepunt’ van PORS dezelfde coördina- 
ten heeft. De zwaartepunten” van beide vierhoeken vallen der- 
halve samen in het midden Z van UV. 


de zelfde 
vergelijking 


RECREATIE 


Nieuwe opgaven met oplossing (liefst persklaar) en correspondentie over deze 
rubriek gelieve men te zenden aan Dr. P. G. J. Vredenduin. 


101. Op 8-6-'62 kon men in de krant het volgende bericht lezen. De eindstanden 
van de competities voor het wereldkampioenschap voetbal zijn: 


Groep Ï 
West-Duitsland 
Chili 
Italië 


Zwitserland 


oe 6 6e Oo 
om OO me 
ee © 
2 Ee 


Groep II 
Brazilië 
Tsjechoslowakije 


Mexico 


oe Oe 6 Ge 
ne en HO 
OO me 
Do NW me 
DD DW O5 a 
de 
Leed 


Spanje 


De laatste wedstrijd werd door Italië gewonnen met 3—0, terwijl Mexico in de 
laatste wedstrijd 3 doelpunten scoorde. Wordt gevraagd de volledige lijst met uit- 
slagen uit deze beide competities. 


102. Men heeft een stel van n gewichten van 1, 2, 3, ..., # gram. Men kan hier- 
mee verschillende wegingen verrichten, waarbij de gewichten slechts op één van de 
beide schalen geplaatst worden. Twee wegingen rekenen we als verschillend, als niet 
alle gebruikte gewichten dezelfde zijn. B.v. 1 4+243,1 + 5,2 +4 + 7,13, 1 + 12, 
enz. Druk de som van de totalen van de verschillende wegingen in „ uit. 
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OPLOSSINGEN 


(zie voor de opgaven het vorige nummer) 


98. Bijvoorbeeld: 3 = —?log tog V 2. 


Algemeen: n —= —?log log V …….v/2 (# worteltekens). 
99. Het grootste verschil komt tweemaal voor, nl. 
8901234567 1203456789 
8796543210 1098765432 
1046913577 104691357 


Ld 


100. Dat het mogelijk is bewijzen we als volgt. Onderstel, dat het maximale 
aantal spijkers, waardoor een aantal stukken van de bovenste puzzel A en een 
aantal stukken van de onderste puzzel B elk éénmaal doorboord kunnen worden, 
risen dats < „. Voor het gemak stellen we, dat n — 100 en ry = 76. We nummeren 
de stukken van beide puzzels 1 tot en met-100 op zodanige manier, dat 1 van A 
vastgespijkerd is aan l van B, 2 van A aan 2 van B, enz. De niet vastgespijkerde 
stukken 77 tot en met 100 van A bevinden zich nu geheel boven de stukken 1 tot en 
met 76 van B. 

Stuk 77 van A bevindt zich dus deels boven b.v. stuk 1 van B. Dan bevindt stuk 1 
van À zich deels boven stuk 1 van Ben deels boven een ander stuk van B. Laat dit 
stuk 77 zijn. Dan kunnen we de spijker door de beide stukken 1 laten vervallen en 
vervangen door twee spijkers, zoals in de linker figuur is aangegeven. Het aantal 
vastgespijkerde stukken is nu van 76 op 77 gebracht, in strijd met de onderstelling, 
dat 76 het maximum is. Dus bevindt 1 van A zich geheel boven de stukken 1 tot en 
met 76 van B. 

Dan bevindt 1 van A zich deels boven b.v. stuk 2 van B en dus 2 van A zich 
deels b.v. boven 77 van A. Weer kunnen we nu twee spijkers laten vervallen en drie 
nieuwe spijkers erbij slaan, waardoor het aantal van 76 op 77 gebracht wordt. Ook 
stuk 2 van A bevindt zich geheel boven de stukken 1 tot en met 76 van B. Enz. 

Het is echter niet mogelijk, dat de stukken 1 tot en met 76 van A zich geheel 
boven de stukken 1 tot en met 76 van B bevinden, omdat dit ook reeds het geval 
is met de stukken 77 tot en met 100 van A. De hypothese 7 < 7 leidt dus tot een 
strijdigheid. Hiermee is de bewering bewezen. 


5 En A So Es 54 
77 1 B 77 2 1 B 


WIMECOS 


ALGEMENE VERGADERING op vrijdag 21 december 1963 in „ Esplanade”, 
Lucas Bolwerk, Utrecht. Aanvang 10.30 uur. Voor de agenda zie men het november- 
nummer (Blz. 92). 


CONTRIBUTIE 


Op de binnenzijde van de omslag van elk EUCLIDES-nummer staat o.a. te lezen: 
‚„‚Leden van Wimecos betalen aan het begin van het verenigingsjaar f 8,00 als contri- 
butie (tevens abonnementsgeld op Euclides)’. 
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Elk jaar blijkt dat vele leden deze bepaling niet kennen. Wilt u even nakijken of 
u al gireerde? Is dit niet het geval, maak dan deze week nog f 8,00 over op post- 
rekening 143917 t.n.v. Wimecos te Amsterdam. De penningmeester dankt u bij 
voorbaat. - 


Redactieverslag 38e jaargang van EUCLIDES 


Aan de Besturen van Wimecos, 
Liwenagel en de Wiskundewerkgroep 
van de W.V.O. 


Doordat EUCLIDES ook orgaan is geworden van de Wiskundewerkgroep van de 
W.V.O. kon in de loop van de 38e jaargang Dr. P. M. van Hiele als nieuw redactie- 
lid welkom worden geheten. 

Deze jaargang heeft de normale omvang van 320 pagina's, die in 10 nummers, 
waaronder een dubbelnummer, verschenen. Twee nummers werden gecombineerd 
om de belangrijke verslagen van de rapporten uitgebracht voor het internationale 
congres te Stockholm tegelijk te kunnen brengen. 

Inzenders van artikelen wordt er op gewezen, dat de tijd, die er verloopt tussen 
inzending en publikatie vaak lang kan zijn, omdat actuele rapporten, teksten van 
voordrachten e.d. voorrang krijgen. Uiteraard zullen bovendien artikelen van di- 
dactisch belang boven andere verkozen worden. Voorrang zal ooo worden verleend 
aan artikelen over moderne wiskunde voor zover ze van belang zijn voor de school- 
wiskunde. 

‚ De samenwerking met de uitgever liet ook dit jaar niets te wensen over. 


16 november 1963 7 Namens de redactie 


De voorzitter, De secretaris, 
W.G. Joh. H. Wansink A. M. Koldijk 


BOEKBESPREKING 


P. Wijdenes, Beknopte analytische meetkunde, P. Noordhoff N.V., Groningen, 
f 4.15. 


Dit boek behandelt de analytische meetkunde in overeenstemming met het nieuwe 
leerplan. Uiteraard heb ik het niet in de les kunnen gebruiken, maar bij het „erin 
neuzen’’, bleek me dat de behandeling is zoals we dat van deze schrijver mogen 
verwachten: degelijk en helder. Het geeft de stof in royale omvang. De figuren zijn 
bijzonder duidelijk. Het boek bevat veel uitgewerkte vraagstukken als voorbeelden 
en veel opgaven. 

Niet zo heel duidelijk vind ik de behandeling van de afstand van een punt tot 
een rechte lijn enz. op blz. 18. 

Op bladzijde 19 staat kennelijk een drukfout: in regel 10 van boven zal moeten 
staan: „OP — Or — 13y + 41 = 0’, i.p.v. „of — 9x —3y + 41 = 0". 


J.F. Hufferman 
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KALENDER 


Mededelingen voor deze rubriek kunnen in het volgende nummer worden opge- 
nomen, indien zij binnen drie dagen na verschijning van dit nummer worden inge- 
zonden bij de redactie-secretaris, Johan de Wittlaan 14, Hoogezand. 


- 


WISKUNDIG GENOOTSCHAP 


Het Wiskundig genootschap zal op vrijdag 3 januari 1964 in samenwerking met 
het Belgisch Wiskundig Genootschap een vergadering houden in Rotterdam, in het 
Groothandelsgebouw, Stationsplein om 10.30 uur. 

Sprekers zullen zijn: 

Prof. Dr. J. C. H. Gerretsen: Elementaire inleiding in de theorie der distributies 
Prof. Dr. D. J. Struyk: De oude Chinese wiskunde 

Prof. Dr. G. Hirsch (Brussel): Homotopie en Homologie 

Prof. Dr. J. Deprit (Leuven): over een nader te bepalen onderwerp. 

Deelnemers gelieven dit, zo mogelijk, van te voren op te geven. 

Er is gelegenheid aan een maaltijd deel te nemen. De kosten à f 3,80 dienen vóór 
20 dec. gestort te worden op postrekening 180426 t.n.v. Drs. H. Pleysier, Nobel- 
straat 105B, Rotterdam-4. 


MATHEMATISCH CENTRUM. 


In de serie „„Actualiteiten”’ in ,‚,Krasnapolsky’’, Warmoesstraat 173—199, Amster- 
dam op zaterdag 25 januari 1964: 
Drs. M. A. Maurice, onderwerp nog onbekend. Aanvang 14.00 uur. 


AVONDCOLLEGES VOOR LERAREN 1963/64 
Evenals vorige jaren zal de Utrechtse Sterrenwacht ook in dit seizoen een 
LERARENCURSUS STERRENKUNDE 
organiseren. De cursus zal gehouden worden op 4 achtereenvolgende donderdag- 
avonden, te beginnen donderdag 23 januari 1964 in het Untversiteitsgebouw, 
Zaal 9, Domplein 29, Utrecht. 
De voordrachten beginnen iedere avond om 19.30 uur en duren tot 21.15 uur Als 
onderwerp is voor dit jaar gekozen: 
Het Melkwegstelsel 
Sprekers: 
Prof, Dr. A. Blaauw: 23 januari 1964; 
Algemeen overzicht van huidige problemen en werkwijzen. 
Dr. E. Raimond: 30 januari 1964; 
De spiraalstructuur van het Melkwegstelsel, afgeleid uit waarnemingen 
van de 2l-cm lijn. 
Dr. L. Plaut: 6 februari 1964. 
De veranderlijke sterven en hun betekenis voor het onderzoek van de 
Melkweg. 
Drs. G. W. Rougoor: 13 februari 1964; 
De kern van het Melkwegstelsel. 


Aan de deelname zijn geen kosten verbonden. Pogingen worden in het werk ge- 
steld om reiskosten boven f 2.50 aan de deelnemende leraren te vergoeden. Men 
geve zich voor deelname op aan de Administratie van de Sterrenwacht, Zonnenburg 
2, Utrecht. 


Het adres van de redactiesecretaris is gewijzigd in: 
A. M. Koldijk, Joh. de Wittlaan 14, Hoogezand 


Zojuist verschenen 


HET EXAMEN WISKUNDE M.O.-A 
door prof. dr. G. R. Veldkamp 


Dit uit twee gedeelten bestaande boek bevat uitwer- 
kingen van de opgaven die op de eerste zes examens 
voor bovengenoemde akte, dus in de Jaren 1959 tot en 
met 1962 schriftelijk zijn gesteld. In het tweede gedeel- 
te zijn honderd opgaven opgenomen, die ongeveer op 
examenpeil staan. Voor elk van de onderdelen algebra, 
analyse en analytische meetkunde vindt men hier 25 
opgaven. Bovendien zijn 25-eenvoudige opgaven toege- 
voegd over projectieve meetkundeen centrale projectie. 
Ing. f 6,90 
de- tweede druk van 
INLEIDING TOT DE ALGEBRA 
door Dr. F. Loonstra 
bestemd voor de studie Wiskunde M.O.-A. 
Ing. f 19,50 - zoen f 21,50 
en. de derde druk: van 
VRAAGSTUKKEN OVER ANALYSE 
EN ALGEBRA - deel n 
door W.J. H. Salet 


bestemd voor de studie Wiskunde M. O.-B. _ 
| Ing. f 7,25 


P. NOORDHOFF N.V. - GRONINGEN 


DE VRIJE LEERGANGEN 
Opleiding voor- Middelbare Akten 


De nieuwe cursus 
WISKUNDE. M. O.-B 


_begint 10 januari 1964 in het Wiskundig Seminarium van de vrije 
Universiteit, de Lairessestraat 142, Amsterdam. 


inlichtingen bij 
Dr. O. Kooi, Marquette 8, Amsterdam (Buitenveldert) tel. 42.08.68 





pn NATUURKUNDE VOOR HET V.H.M.O. 


Drs. L. H. Kammerer en Dr. J. H. Raat 
REPETITIEBOEK NATUURKUNDE VOOR HET V.H.M.O. 
Zojuist verscheen de 3e druk, ing. f 6,50; geb. f 7,50 


Dr. J. H. Raat 
NATUURKUNDE PRACTICUM 
deel 1 - Algemeen gedeelte, vloeistoffen, 
gassen, bewegingsleer, warmte ing. f 1,90 
deel 2 - Licht, geluid magnetisme, elektriciteit ing. f 1,90 
deel 3 - Mechanica, trillingsleer, speciale 
onderwerpen, electronica ing. f 1,90 
Verantwoording en toelichting voor docenten ing. f 1,25 
Dr. J. H. Raat 


WERKSCHRIFT GEOMETRISCHE OPTICA 
2e druk, f 1,90 


P. Noordhoff n.v.- Groningen 


Dr. H. Streefkerk NIEUW 


voor m.o. en v.h.o. 


Deel 1, voor de eerste klas, Se druk f 3,25 
Deel 2, voor de tweede klas, 4e druk f 3,50 
Deel 3, voor de derde klas, 3e druk f 3,75 


”»Zo is een werk ontstaan, dat goed aansluit op het nieuwe leerplan, en dat ook met 
een middelmatige klas doorgewerkt kan worden. De aanhangsels en de vele gemengde 
opgaven kunnen nutige diensten bewijzen voor goede klassen of vlugge leerlingen.” 

(Chr. Gymnasiaal en Middelbaar Onderwijs) 


”De boeken munten uit door strenge en tegelijk duidelijke behandeling van de theorie. 
In de aanhangsels wordt nog eens dieper op enkele moeilijke kwesties ingegaan.” 
(Weekblad van het „„Genootschap’’). 


P. NOORDHOFF N.V. 





